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Nami skúmaná Laplaceova transformácia je príkladom integrálnej transformá-
cie. Zárověn je silným ačasto používaným nástrojom na riešenie diferenciálnych
rovníc. V práci preto budeme hl’adat’ riešenia lineárnych diferenciálnych rovníc
práve pomocou Laplaceovej tranformácie.
V kapitole 2 sa budeme zaoberat’ existenciou samotnej Laplaceovej transformá-
cie. Namiesto priestoru exponenciálne ohraniče ých lokálne integrovatel’ných
funkcií si vystǎcíme s exponenciálne ohraničenými spojitými funkciami. Pre naše
využitie na diferenciálne rovnice nám tento priestor postačuje.
V kapitole 3 si predvedieme predovšetkým tie vlastnosti Laplaceovej transformá-
cie, ktoré neskôr využijeme. Vlastnosti sú rozdelené do jednotlivých podkapitol.
Vety a dôkazy v tejto kapitole sú z väčšejčasti prevzaté z knihy [4].
Kapitola 4 je ciel’om práce. Tu si predvedieme aplikáciu na li eárne diferenciálne
rovnice s konštantými koeficientami, kčomu využijeme práve vlastnosti Lapla-
ceovej transformácie z predošlej kapitoly. Vrcholom práceje potom Veta 4.6, kde
pomocou Laplaceovej transformácie získame fundamentálnysystém lineárnych
diferenciálnych rovníc s konštantnými koeficientami. V poslednej podkapitole
skúmame stabilitu riešenia týchto rovníc.
Pri práci boli d’alej využité poznámky z prednášok Matematickej analýzy doc.
RNDr. Jǐrího Veselého, CSc. a Komplexnej analýzy doc. RNDr. Ondřeja Ka-
lendu, Ph.D. a text [3]. Vzhl’adom k všeobecnej známosti väčšiny vzorcov nie
sú zdroje v d’alšom texte nikde explicitne citované.
Pripoměnme ešte jeden historický fakt o Laplaceovej transformácii. Je totiž zau-
jímavé, že pôvod Laplaceovej transformácie siaha až dočias Napoleona. S týmto
diktátorom spolupracoval aj samotný Pierre-Simon Laplace(23.marec 1749 –
5.marec 1827), známy francúzsky astronóm a matematik. Je preto obdivuhodné,
aké nachádza Laplaceova transformácia využitie aj v dnešnej dob .
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Kapitola 1
Použité definície a znǎcenia
V tejto kapitole uvedieme definície základných pojmov a značení, ktoré využi-
jeme pri bližšom skúmaní Laplaceovej transformácie. Začnime definíciou ne-
vlastného Riemannovho integrálu.
Definícia 1.1.Nevlastný Riemannov integrál.







f(x)dx, nazveme ju nevlastným Riemannovým
integrálom funkcief(x) a tvrdíme, že tento integrál je konvergentný. V prípade,
že je limita nevlastná, alebo neexistuje, tvrdíme, že integrál diverguje. Nevlastný











Predošlú definíciu potrebujeme na zadefinovanie Laplaceovej transformácie.
Definícia 1.2.Laplaceova transformácia.
Nechf(t) je funkcia reálnej premennejt ≥ 0. Laplaceovou transformáciou fun-
kcie f rozumieme funkciuF (s) komplexnej (reálnej) premennejs, definovanú
vzt’ahom














SymbolL nazvime Laplaceov operátor.
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Správne by sme mali písat’L(f)(s) = F (s). Pre zjednodušenie zápisu budeme v
d’alšom texte uvádzat’L(f(t)), resp.L(f).
Podmienkami existencie Laplaceovej transformácie sa budeme bližšie zaoberat’
v Kapitole 2, prǐcom sa v práci obmedzíme na spojité funkcie. Z toho dôvodu
sme si v definícii vystǎcíli s nevlastným Riemannovým integrálom. Laplaceova
transformácia ale existuje aj v prípadoch, kedy Riemannov integrál nemá zmy-
sel uvažovat’, napríklad pre niektoré prípady lokálne integrovatel’ných funkcií.
Vtedy by sme v definícii uvažovali Lebesgueov integrál.
Ďašie definície budú potrebné predovšetkým pri skúmaní vlastností Laplaceovej
transformácie v nasledujúcich kapitolách.
Definícia 1.3.α-exponenciálne ohraničená funkcia.
Hovoríme, že funkciaf je α-exponenciálne ohraničená, ak existujú kladné kon-
štantyM a α tak, že pre každét ≥ 0 platí
|f(t)| ≤ Meαt.
Definícia 1.4.Skoková funkcia.
Skoková funkciaua(t) je definovaná nasledovne
ua(t) = 0, t < a
ua(t) = 1, t ≥ a.
Definícia 1.5.Konvolúcia.
Nechf(t), g(t) sú spojité funkcie definované pret > 0. Konvolúcia(f ∗ g) je
definovaná vzt’ahom





(i) (f ∗ g)(t) = (g ∗ f)(t)
(ii) c(f ∗ g)(t) = (cf) ∗ g = f ∗ (cg), kdec je konštanta
(iii) f ∗ (g ∗ h) = (f ∗ g) ∗ h
(iv) f ∗ (g + h) = (f ∗ g) + (f ∗ h)





Laplaceov operátor nemôžeme aplikovat’ na všetky funkcie apre všetky hodnoty
premennejs, podmienkou existencie Laplaceovej transformácie je konvergencia
integrálu. Uved’me si preto vetu, ktorá zaručuje existenciu Laplaceovej transfor-
mácie a jej absolútnu konvergenciu.
Veta 2.1. Nech funkciaf je spojitá na intervale[0,∞) a je
α-exponenciálne ohraničená. Potom Laplaceova transformácia L(f) existuje (a
konverguje absolútne) preRe(s) > α.
Dôkaz. Vieme, že|f(t)| ≤ Meαt pre všetkyt ≥ 0.























Pre úplnost’ uved’me príklad, kedy funkcia nespĺňa predpoklady predošlej vety,
avšak Laplaceova transformácia existuje.
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dt = − sin 1 + sL(sin et
2
).







V tejto kapitole sa budeme bližšie zaoberat’ Laplaceovou transformáciou a z
množstva jej vlastností sa zameriame na tie, ktoré využijeme v Kapitole 4 pri
riešení lineárnych diferenciálnych rovníc.
3.1 Základné vlastnosti
Veta 3.1. Linearita.
Pre l’ubovol’néc1, c2 a funkcief1, f2, pre ktoré existujeL(f1) (resp.L(f2)) pre
Re(s) > α (resp.Re(s) > β), existujeL(c1f1 + c2f2) pre s také, žeRe(s) >
max {α, β} a platí















Z linearity vieme odvodit’ nasledujúci vzt’ah pre polynómy.
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Dôkaz. Matematickou indukciou ukážeme, že
L(tk) = k!
sk+1
prek = 0, 1, 2, 3, . . . .










































Predstavme si d’alej dôležité pravidlá posunutia. Využijeme pri nich skokovú
funkciuua z Definície 1.4.
Veta 3.3. Prvé pravidlo posunutia.
NechF (s) = L (f (t)) preRe(s) > 0, potom
F (s − a) = L (eatf(t)) prea ∈ R, Re(s) > a.
Dôkaz. Pǒcítajme









Veta 3.4. Druhé pravidlo posunutia.
NechF (s) = L(f(t)) preRe(s) > 0 a ua je skoková funkcia, potom
L (ua (t) f (t − a)) = e
−asF (s) prea ≥ 0.
11
Dôkaz. Dosad’me priamo do definície Laplaceovej transformácie

















e−sτf(τ)dτ = e−asF (s).
Vlastnost’ konvolúcie, kde Laplaceova transformácia prevádza konvolúciu na sú-
čin, využijeme pri riešení lineárnej diferenciálnej rovnice s nenulovou pravou
stranou, ako uvidíme v dôkaze Vety 4.13.
Veta 3.5. Konvolúcia.
Nech súf , g α-exponenciálne ohraničené a spojité funkcie. Potom preRe(s) > α
platí
L(f) · L(g) = L (f ∗ g) .
Dôkaz. Pre Laplaceove transformácie funkciíf ag platí






















Prevedieme substitúciut = τ + u. Potom











Pret < 0 položmeg(t) = 0. Potom preτ > t


















∣ dtdτ < ∞.
Vd’aka tomu sú splnené podmienky pre zámenu integrálov a
















f(τ)g(t − τ)dτdt = L (f ∗ g) .




, ktoré zohrajú dôležitú úlohu
vo štvrtej kapitole. Tieto vlastnosti využijeme pri riešení diferenciálnych rovníc,
kedy s ich pomocou prevedieme diferenciálnu rovnicu na algebraickú.
Veta 3.6. Nech je funkciaf α-exponenciálne ohraničená a spojitá na(0,∞) a
f ′ je spojitá funkcia na[0,∞). Potom preRe(s) > α platí
L(f ′(t)) = sL(f(t)) − f(0+).



























lebo |e−sτf(τ)| ≤ e−xτMeατ a to konverguje k0 preτ → ∞ aRe(s) = x > α.
Potom
L(f ′(t)) = sL(f(t)) − f(0+).




existuje pre nejakéc, δ > 0. Platí
∫ c
δ
f ′(t)dt = f(c) − f(δ).
Vzorec vieme indukciou zovšeobecnit’ do nasledujúceho tvaru.
Veta 3.7. Nech sú funkcief, f ′, · · · f (n−1) α-exponenciálne ohraničené a spojité





= snL(f(t)) − sn−1f(0+) − sn−2f ′(0+) − · · · − f (n−1)(0+).
13
Dôkaz. Prevedieme matematickú indukciu, prvý krok sme ukázali v predošlej
vete. Nech tedaf (n) je α-exponenciálne ohraničená a spojitá na(0,∞) a f (n+1)























= −f (n)(0+)+sL(f (n)(t)) =
= snL(f(t)) − snf(0+) − sn−1f ′(0+) − · · · − f (n)(0+).
3.2 Inverzná Laplaceova transformácia
Po aplikácii Laplaceovej transformácie a využití jej vlastností budeme potrebo-
vat’ určit’ jej inverziu, aby sme sa dopracovali k výsledku.
Začnime príkladom.
Príklad 3.8. Nech sú dané funkcief(t) = sin ωt pre t ≥ 0 a g(t) = sin ωt pre











Laplaceova transformácia nie je prostá, avšak podmienkou existencie inverzie je
jednoznǎcnost’. Práve o nej hovorí nasledujúce tvrdenie.
Tvrdenie 3.9. Lerchova veta.
Ak sú f , g spojité funkcie na[0,∞) aL(f) = L(g), potomf = g.
Dôkaz. K nájdeniu v knihe [6], kapitola 2.6, strana 61.
Pri aplikáciách Laplaceovej transformácie v Kapitole 4 si vystǎcíme so spojitými
funkciami, pre úplnost’ ale uved’me nasledujúcu poznámku.
Poznámka 3.10.Ak platí, žeL(f) = L(g), potomf = g skoro všade. Hovoríme,
že Laplaceova transformácia (ako typ integrálnej transformácie) je jednoznačná
v Lerchovom zmysle.
14
Uved’me teraz príklad, ktorý zohrá dôležitú úlohu po aplikovaní rozkladu na par-
ciálne zlomky. Vzt’ah, ktorý v príklade získame, nám umožníurčenie Laplace-
ovej transformácie pre akýkol’vek parciálny zlomok.




, Re(s) > 0.









n ∈ N0, Re(s) > a.
Vzt’ah sme dokázali indukciou v Dôsledku 3.2 prea = 0 a aplikovaním prvého




















Lineárne diferenciálne rovnice s
konštantnými koeficientami
V tejto kapitole sa budeme venovat’ predovšetkým aplikáciiLaplaceovej trans-
formácie na lineárne diferenciálne rovnice s konštantnýmikoeficientami. Využi-
jeme k tomu vlastnosti Laplaceovej transformácie z predošlých kapitol. Najdôle-
žitejšou vetou kapitoly je Veta 4.6, ktorá je zároveň hlavným ciel’om bakalárskej
práce.
4.1 Definície
V prvej podkapitole sa najskôr oboznámime s potrebnými pojmami a ich definí-
ciami.
Definícia 4.1.Lineárna diferenciálna rovnica s konštantnými koeficientami.
Rovnica
y(n)(t) + a1y
(n−1)(t) + · · · + any(t) = f(t)
je lineárna diferenciálna rovnica s konštantnými koeficientami, kdeai sú reálne
konštanty ay je hl’adaná af je daná funkcia.
Homogénnou rovnicou nazveme lineárnu diferenciálnu rovnicu s konštantnými
koeficientami a nulovou pravou stranou, teda rovnicu
y(n)(t) + a1y
(n)(t) + · · · + any(t) = 0.
V d’alšom texte budeme o prvej rovnici z definície hovorit’ ako o rovnici a pokial’




P (λ) = λn + a1λ
n−1 + · · · + an = 0
je charakteristický polynóm rovnice z predošlej definície.
Definícia 4.3.Fundamentálny systém.
Každú maximálnu množinu lineárne nezávislých riešení homogénnej rovnice na-
zveme fundamentálny systém.
4.2 Parciálne zlomky
Pri riešení rovníc sǎcasto stretneme s polynómom v menovateli. Pre úpravu ta-
kýchto výrazov sa používa rozklad na parciálne zlomky. Uved’m si tento postup.
Nasledujúca veta je prevzatá z knihy [2], kapitola 4, Veta 57, kde sa nachádza aj
dôkaz.
Veta 4.4. Rozklad na komplexné parciálne zlomky.
NechQ(x) je polynóm, pre ktorý platí
Q(x) = a(x − λ1)
s1(x − λ2)
s2 · · · (x − λr)
sr ,
kdes1, s2, . . . sr sú celé kladné čísla,λ1, λ2, . . . λr sú navzájom rôzne komplexné
čísla aa 6= 0. Ďalej nechP (x) je polynóm, ktorého stupeň je nižší ako stupeň
Q(x). Potom existujú čísla
A1,s1 , A1,s1−1, . . . A1,1, A2,s2 , . . . A2,1, . . . Ar,sr















+ · · ·
· · · +
A2,1
x − λ2




Ak sú číslaa, λ1, λ2, . . . λr a polynómP (x) reálne, sú aj číslaAi,j reálne.
Vd’aka príkladu 3.11 vieme spočítat’ inverznú Laplaceovu transformáciu kaž-
dého parciálneho zlomku. Túto vlastnost’ využijeme v ostatnej časti práce. Roz-























s2 + 1 = A(s − 2)2 + B(s − 2)s + Cs,
odkial’ vieme určit’ hodnoty konštántA = 1
4
, B = 3
4
, C = 5
2
. Z linearity inverz-







































Študujme najskôr rovnicu s nulovou pravou stranou. Množinajej lineárne nezá-
vislých riešení tvorí fundamentálny systém, ktorý odvodíme v dôkaze nasledujú-
cej vety.
Veta 4.6. Nech jeP (λ) charakteristický polynóm pre homogénnu rovnicu a nech
má koreneλ1, λ2, . . . , λr so zodpovedajúcimi násobnost’amis1, s2, . . . , sr tak, že
s1 + s2 + · · · + sr = n. Potom množina funkcií
eλ1t, teλ1t, . . . , ts1−1eλ1t, eλ2t, . . . , ts2−1eλ2t, . . . , tsr−1eλrt
tvorí komplexný fundamentálny systém riešení a l’ubovol’né riešenie homogén-
nej rovnice môžme vyjadrit’ ako lineárnu kombináciu funkcií z fundamentálneho
systému.
Dôkaz. Pǒcítajme Laplaceovu transformáciu oboch strán homogénnej rovnice,
pričom využijeme Vetu 3.7 o derivácii (úpravy prevedieme len formálne, zatial’
ešte nevieme,̌ci má výraz vôbec zmysel).
y(n)(t) + a1y
n−1(t) + · · · + any(t) = 0
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= λnL(y(t)) − λn−1y(0) − λn−2y′(0) − · · · − y(n−1)(0).




n−1 + · · · + an
)
− y(0)(λn−1 + a1λ
n−2 + · · · + an−1) − · · ·




λn−1y(0) + λn−2 (a1y(0) + y
′(0)) + · · · + an−1y(0) + · · · + y
(n−1)(0)
P (λ)

















kdeA1,1, . . . , Ar,sr súčísla z Vety 4.4. Inverznú transformáciu spočítame pomo-























λ2t + · · ·
· · · +
A2,s2
(s2 − 1)!




Funkcie majú Laplaceovu transformáciu, postup bol preto kore tný a Laplaceovu
transformáciu sme mohli použit’. HodnotyA1,1, . . . , Ar,sr sú závislé nǎcitatelovi
zlomku
T (λ) = λn−1y(0)+λn−2 (a1y(0) + y
′(0))+ · · ·+
(




a teda sú závislé na počiatǒcných podmienkach rovnice. Matica príslušná poly-
nómuT (λ) vyzerá nasledovne
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y(0) a1y(0) a2y(0) · · · an−1y(0)
0 y′(0) a1y
′(0) · · · an−2y
′(0)




0 0 0 · · · y(n−1)(0)
Matica je trojuholníková, je teda zrejmé, že vhodnou vol’bou pǒciatǒcných pod-
mienoky(0), . . . y(n−1)(0) vieme získat’ jej hodnost’ l’ubovol’nú menšiu akon.
Teda vol’bou týchto podmienok vieme získat’ l’ubovol’ný polynóm stup̌na najviac
n − 1. PretoA1,1, . . . , Ar,sr môže byt’ l’ubovol’nán-tica čísel a teda l’ubovol’ná
lineárna kombinácia funkcií zo znenia vety je riešením rovnice. Z jednoznǎcnosti
riešenia (Veta 1, kapitola 16.1 v knihe [1]) plynie, že d’alšie riešenia neexistujú,
ked’že sme našli riešenia pre všetky počiatǒcné podmienky. Tento systém tak ge-
neruje priestor všetkých riešení. Lineárna nezávislost’ je dokázaná v knihe [5], v
kapitole 14.2. Systém preto môžme prehlásit’ za komplexný fu damentálny sys-
tém.
Dôsledok 4.7.Fundamentálny systém má práven prvkov, ktoré sú lineárne nezá-
vislé a generujú priestor riešení homogénnej rovnice, ktoréh dimenzia je práve
n.
Veta 4.8. Ak jeλ = α + iβ, β 6= 0, k-násobný koreň charakteristického poly-
nómuP (λ), je aj λ̄ = α − iβ k-násobný koreň. Potom môžme vo fundamentál-
nom systéme každú dvojicu typutjeλt, tjeλ̄t, kdej je nezáporné celé číslo také,
že0 ≤ j < k, zamenit’ dvojicoutjeαt cos βt, tjeαt sin βt. Získame tak reálny
fundamentálny systém.
Dôkaz. Platí
eλt = eαt(cos βt + i sin βt)
eλ̄t = eαt(cos βt − i sin βt)
Ukážeme, žeeαt cos βt, eαt sin βt sú lineárnou kombinácioueλt a eλ̄t.
eαt cos βt =
1
2
eαt(cos βt + i sin βt) +
1
2
eαt(cos βt − i sin βt)
eαt sin βt =
1
2i
eαt(cos βt + i sin βt) −
1
2i
eαt(cos βt − i sin βt)
Ostáva nám ukázat’ lineárnu nezávislost’. Nech teda existujú konštantya, b tak,
že aspǒn jedna z nich je nenulová a platí
aeαt cos βt + beαt sin βt = 0.
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Zvol’me najskôrt = 0, potom nutnea = 0.
Zvol’me terazt = Π
2β
, potom nutneb = 0, a teda funkcie sú lineárne nezávislé.
Príklad 4.9. Majme homogénnu rovnicu
y(4) − 2y(3) + 2y′′ − 2y′ + y = 0.
Jej charakteristický polynóm
P (λ) = λ4 − 2λ3 + 2λ2 − 2λ + 1 = 0
má korenei,−i, 1, pričom1 je dvojnásobný koreň.
Reálny fundamentálny systém tak tvoria funkciecos x, sin x, ex, xex.
Dopočítajme príklad s týmito počiatočnými podmienkami
y(0) = y′(0) = y′′(0), y′′′(0) = 1.





Rozložme výraz na parciálne zlomky
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Zo sústavy spočítame, žeA = −1
2
, B = 1
2
, C = 1
4
, D = 1
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cos t je príslušná inverzná Laplaceova
transformácia. Pri rozklade na parciálne zlomky sme preto mohli použit’ priamo
vetu o rozklade na reálne parciálne zlomky z knihy [2], kapitola 4, Veta 59. Na-
sledným prevedením inverznej Laplaceovej transformácie by sme získali reálne
riešenie.
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4.4 Rovnice s pravou stranou
Pozrime sa teraz na rovnicu s nenulovou pravou stranou. Jej rieš nie úzko súvisí
s riešením homogénnej rovnice, oč m hovorí nasledujúca veta.
Veta 4.10.Každé riešenie rovnice s nenulovou pravou stranou sa dá obdržat’ ako
súčet partikulárneho riešenia tejto rovnice a vhodne vybraného riešenia homo-
génnej rovnice.
Dôkaz. Dôkaz je obsiahnutý v rozbore algoritmu 4.12 nižšie.
Príklad 4.11. Nech máme danú diferenciálnu rovnicu druhého stupňa s počia-
točnými podmienkami
y′′ + 2y′ + y = 1, y(0) = y′(0) = 0.
Preved’me Laplaceovu transformáciu
L(y′′) + 2sL(y′) + L(y) = L(1),
použime vzt’ah o derivácii z Vety 3.7


















Pomocou Príkladu 3.11 určíme inverzné Laplaceove transformácie a dostaneme
riešenie
y(t) = 1 − e−t − te−t.
Poznámka 4.12.Z príkladu vieme uhádnut’ približný postup:
(i) prevedieme Laplaceovu transformáciu oboch strán rovnice,
(ii) vyjadríme rovnicuL(y) = F (s),
(iii) aplikujeme inverznú Laplaceovu transformáciuy = L−1 (F (s)) .
Rozbor algoritmu.
Riešme teraz všeobecne rovnicu z Definície 4.1 s počiat čnými podmienkami
y(0) = y1, y
′(0) = y2, . . . y
(n−1)(0) = yn.
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NechL(y(t)) = F (λ). Použitím Vety 3.7 o derivácii a nasledným dosadením do
Definície 4.1 dostaneme výraz
(λn + a1λ
n−1 + . . . + an)F (λ) − T (λ) = L(f(t)),
kdeT (λ) je polynóm stup̌na najviac(n − 1). Dostávame teda riešenie tvaru
F (λ) =
L(f(t))
λn + a1λn−1 + . . . + an
+
T (λ)
λn + a1λn−1 + . . . + an
.












kde prvýčlen je partikulárnym riešením rovnice s pravou stranou a druhý člen
je riešením príslušnej homogénnej rovnice (ako v dôkaze Vety 4.6). Riešenie
môžme vyjadrit’ aj v tvare












Rozbor algoritmu nám poslúžil pre naznačenie postupu, akým sa dopracovat’ k
riešeniu. Presnejšiu formuláciu nám poskytuje nasledujúca veta, v ktorej dôkaze
využijeme algoritmus ako návod.
Veta 4.13. Nechh je riešenie homogénnej rovnice s danými počiatočnými pod-
mienkami. Potom riešenie rovnice s pravou stranouf , kdef je spojitá funkcia, je





a P (λ) je charakteristický po-
lynóm rovnice. Toto riešenie je určené jednoznačne počiat nými podmienkami.
Dôkaz. Dôkaz je obsiahnutý v predošlom rozbore algoritmu, ktorý nám preto
poslúži ako návod. V dôkaze použijeme značenie ako v rozbore algoritmu. Apli-









+ · · · + anL (y(t)) = L (f(t)) .
Aplikovaním Vety 3.7 a využitím dôkazu Vety 4.6 prevedieme rovnicu na výraz
P (λ)L(y(t)) − T (λ) = L (f(t)) ,
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kdeT (λ) je polynóm ako v dôkaze Vety 4.6, teda
T (λ) = λn−1y1 + λ
n−2 (a1y1 + y2) + · · · + (an−1y1 + · · · + yn) .
V dôkaze Vety 4.6 sme ukázali, že vhodnou vol’bou počiatǒcných podmienok













Využime d’alej vzt’ah plynúci z Vety 3.5 o konvolúcii: NechF (s) = L(f(t)) a















Z jednoznǎcnosti riešenia (Veta 1, kapitola 16.1 v knihe [1]) plynie, žd’alšie
riešenia neexistujú, ked’že sme našli riešenia pre všetky počiatǒcné podmienky.
Riešenie je tak jednoznačne uřcené pǒciatǒcnými podmienkami.
Poznamenajme ešte, že z postupu vyplýva, že prvýčlen riešenia je riešením rov-
nice za nulových pǒciatǒcných podmienok. Uved’me d’alej príklady.
Príklad 4.14. Nech máme danú rovnicu
y(4) − 2y(3) + 2y′′ − 2y′ + y = 1
s počiatočnými podmienkami
y(0) = y′(0) = y′′(0), y′′′(0) = 1.



































Riešenie je potom podl’a Vety 4.13
y(t) = f(t) ∗ g(t) + h(t) =
∫ t
0
















(2 − 2et + tet + sin t).
Potom riešenie je
y(t) = 1 −
3
2







Príklad 4.15. Počítajme rovnicu s počiatočnými podmienkami
y′′ + y′ = sin t, y(0) = y′(0) = 0.
Použime vzt’ah z Vety 4.13, vd’aka ktorému nemusíme určovat’ Laplaceovu trans-
formáciu pravej strany. Charakteristický polynóm je
P (λ) = λ2 + λ,









= 1 − e−t.
Potom
y(t) = f(t) ∗ g(t) =
∫ t
0

















kde druhý integrál sme počitali dvakrát per partes. Všimnee si, že riešenie ho-
mogénnej rovnice s nulovými počiatočnými podmienkami jenulové.
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4.5 Asymptotické správanie sa riešenia
V tejto podkapitole sa pozrieme na vety, ktoré hovoria o stabili e riešenia. Teda
budeme vyšetrovat’, kedy riešenie konverguje k nule.
Veta 4.16.Nech pre každý koreňλ charakteristického polynómuP (λ) homogén-




Dôkaz. Už vieme z Vety 4.6, že l’ubovol’né riešeniey(t) môžme zapísat’ ako
lineárnu kombináciu funkcií
eλ1t, teλ1t, . . . , ts1−1eλ1t, eλ2t, . . . , ts2−1eλ2t, . . . , tsr−1eλrt,
kde si sú príslušné násobnosti koreňov λi a s1 + · · · + sr = n. Je teda hned’
zrejmé, že akRe(λi) < 0 ∀i, potom budelimt→∞ y(t) = 0.
Už vieme, že riešenie rovnice sa dá vyjadrit’ s využitím konvolúcie. Nasledu-
júcu vlastnost’, ktorá hovorí o podmienke, kedy konvolúciakonverguje k nule,
využijeme pri d’alšom skúmaní stability riešenia.
Lema 4.17. Ak jeh ∈ L1[0,∞) spojitá funkcia ag ∈ C0[0,∞), potom konvolú-
cia (h ∗ g)(t) konverguje k nule pret → ∞.
Dôkaz. Funkciag ∈ C0, tedalimt→∞ g(t) = 0 a funkcia je spojitá na[0,∞), z
čoho plynie, že je aj ohraničená na na tomto intervale. Pretožeh ∈ L1[0,∞), je
aj v(t) = h(t)g(t) z priestoruL1[0,∞). Dodefinujmeg(t) = g(−t) pre t < 0
(aby mal integrál zmysel) a vyšetrujme
lim
limt→∞
















|h(τ)g(t − τ)| dτ = 0,
kde limitu a integrál môžme zamenit’, lebo integrovatel’námajoranta je napríklad
Mh(t), kdeM = supt∈[0,∞) {|g(t)|}.
Veta 4.18. Nech pre každý koreňλ charakteristického polynómuP (λ) platí, že





Dôkaz. Veta je priamym dôsledkom predošlej lemy, Vety 4.13 a Vety 4.16.
Potrebujeme ukázat’, žeg ∈ L1[0,∞). Potomy(t) = f(t) ∗ g(t) + h(t), kde oba
členy konvergujú k0.
Vieme, že
g(t) = ceλ1t +cteλ1t + . . .+cts1−1eλ1t +ceλ2t + . . .+cts2−1eλ2t + . . .+ctsr−1eλrt,
kde c znǎcí vždy nejakú konštantu (môžu byt’ vždy rôzne). Stačí nám ukázat’, že














∣ dt < ∞,
kdex = Re(λ) < 0. A tedag(t) ∈ L1[0,∞).
27
Literatúra
[1] Hájková, John, Kalenda, Zelený(2006):Matematika.Matfyzpress, Praha.
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